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1 Математическая модель

Анализ таблиц сопряженности (Contingency Table Analysis) – это раздел статистического анализа данных, объединяющий модели и методы исследования зависимостей между номинальными (классификационными) признаками на основе частот встречаемости тех или иных комбинаций значений этих признаков.

Пусть обследуется некоторая случайная совокупность из n объектов. У каждого из обследуемых объектов измеряются два номинальных (классификационных) признака X и Y. Признак X имеет I ≥ 2 градаций, а признак Y – J ≥ 2  градаций. Результаты наблюдений (выборке объема n) представлены (I × J) в таблице сопряженности признаков (таблица 1).
Таблица 1 – Таблица сопряженности для двух признаков (кросстабуляция)
	
	
	Y
	

	
	
	1
	2
	…
	J
	Всего

	X
	1
	n11
	n12
	…
	n1J
	n10

	
	2
	n21
	n22
	…
	n2J
	n20

	
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	
	I
	nI1
	nI2
	…
	nIJ
	nI0

	
	Всего
	n01
	n02
	…
	n0J
	n


Здесь nij – число объектов из обследованной случайной совокупности, для которых признак X  имеет градацию i, i = 1, 2, …, I, а признак Y – градацию j, j = 1, 2, …, J, nij ∈ {1, 2, …, n}, 
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 – число объектов, обладающих j-й-градацией признака X, 
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 – число объектов, обладающих j-й градацией признака Y,  . 
При этом 
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Таким образом, таблицы сопряженности – это компактный способ представления данных, измеренных в так называемых «нечисловых» (номинальных или ординальных) шкалах, который позволяет использовать статистические методы для анализа зависимости (сопряженности) между номинальными признаками, а также строить модели зависимостей между данными признаками.

В предположении, что общее число наблюдений n фиксировано, различают две основные математические модели, приводящие к 
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-таблицам сопряженности.
Модель M1. Предполагается, что i-я строка (ni1, ni2, …, niJ) таблицы сопряженности (i = 
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), включающая J случайных элементов, имеет полиномиальное распределение с элементарными вероятностями (qi1, qi2, …, qiJ) и фиксированным числом наблюдений ni0. При этом случайные выборки, соответствующие строкам с различными номерами, предполагаются независимыми в совокупности.

Модель M2. Предполагается, что совокупность всех I × J случайных элементов (n11, n12, …, nJJ) таблицы сопряженности имеет полиномиальное распределение с элементарными вероятностями (p11, …, pIJ) и фиксированным числом наблюдений n. В этом случае таблицу сопряженности можно интерпретировать как двухмерную гистограмму для n дискретных наблюдений с I × J возможными значениями.

Замечание. Аналогично вводятся в рассмотрение р-мерные таблицы сопряженности для р > 2 признаков X1, X2, …,Xp.
2  Постановка задач анализа таблиц сопряженности
Для модели M1 определим гипотезу однородности:
H01:
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означающую совпадение всех I полиномиальных распределений, порождающих строки таблицы сопряженности. 
С другой стороны, гипотеза H01 означает, что условная вероятность j-ой градации признака Y при условии, что признак X соответствует i-й градации, не зависит от i (i = 
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, j = 
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). Таким образом, гипотеза H01 означает вероятностную независимость признаков X и Y.

Для модели M2 определим гипотезу о независимости признаков X и Y:
H02: pij = pi0∙p0j, pi0 = 
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По статистическим данным, представленным в виде (I × J)-таблицы сопряженности, требуется проверить гипотезы {H01, H̅01}, {
[image: image15.wmf]2
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H

, H̅02} заданным уровнем значимости α и оценить «уровень тесноты связи» признаков X и Y.

3 Методы и алгоритмы
3.1 Анализ двухмерных таблиц сопряженности

Для проверки гипотезы независимости строк и столбцов двухмерной таблицы сопряженности используется χ2-статистика:

χ2 =
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которая при n → ∞ асимптотически распределена по закону χ2 с df = (I – 1)(J – 1) степенями свободы.
Гипотеза H01(H02) не отклоняется, если χ2набл < χ2кр =
[image: image17.wmf](

)

df

2

a

c

.
Принятие гипотезы также законно, если P-значение удовлетворяет условию: P > α. Здесь Р-значение определяется из соотношения:

P = 1 – Fdf(χ2набл),
где Fdf(χ2) – функция стандартного χ2-распределения с df степенями свободы.

Частный случай. В случае, когда I = J = 2, т. е. имеет место таблица сопряженности размерностью 2 × 2, статистика χ2 имеет одну степень свободы df = 1 и допускает представление
χ2 = 
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Ф. Иейтс (F. Yates) предложил модификацию статистики χ2, которая известна к статистика Иейтса:

χ2* = 
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Данная статистика имеет распределение, более близкое к распределению χ2. Гипотеза H01 (H02) не отклоняется, если χ2*набл < χ2кр =
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Замечание. Статистики χ2 и χ2* имеют лишь асимптотическое χ2-распределение и поэтому применимы, когда частоты в ячейках таблицы достаточно велики. Поэтому статистики χ2 для проверки гипотез нельзя использовать при малом объеме данных, например, когда указанные частоты не превосходят 5. В этих случаях целесообразно применять так называемый «точный» критерий Фишера.

Точный критерий был предложен Фишером. Здесь Р-значение вычисляется в соответствии с определением «Р-значение» – как вероятность получить наблюдаемые или еще более экстремальные распределения частот в таблице сопряженности при условии, что верна нулевая гипотеза о независимости (несопряженности) признаков. Для таблицы сопряженности 2 × 2 эти вероятности, в предположении о совместном полиномиальном распределении частот, вычисляются по формуле:
P =
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3.2  Количественные меры связи номинальных признаков
Если гипотеза о независимости номинальных признаков не может быть отклонена, то актуальна проблема измерения степени тесноты связи между рассматриваемыми признаками. Для этой цели используются различные количественные меры. Разнообразие мер связи обусловлено тем, что они учитывают различные аспекты взаимодействия номинальных признаков. Наиболее популярные в статистических пакетах меры связи для двух номинальных признаков, принимающих значения на множестве из двух градаций (будем называть их дихотомическими номинальными признаками).
Коэффициент Юла, или мера связи Q вычисляется по формуле

Q = 
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Очевидно, что Q ∈ [–1, 1]. 

Значения Q = – 1 и Q = 1 свидетельствуют об обратной (отрицательной) либо прямой (положительной) детерминированной связи, а значение Q = 0 означает независимость признаков. В предположении, что n → ∞ статистика Q имеет асимптотическое нормальное распределение с дисперсией:

Var(Q) = 
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Асимптотический 1 – α доверительный интервал для «истинных» значений степени связи, измеряемой с помощью меры Q определяется соотношением:
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где 
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 – интеграл вероятностей.
Поскольку значение Q = 0 «накрывается» доверительным интервалом, то на уровне значимости α = 0,05 гипотеза о независимости признаков не может быть отклонена, что согласуется с результатами применения точного критерия Фишера. 
В тех случаях, когда наблюдаются расхождения между результатами проверки гипотезы о независимости признаков на основе статистических тестов и меры связи Q, предпочтение отдают результатам, полученным с помощью тестов.
Отношения преобладания – это меры связи между двумя дихотомическими номинальными признаками, вычисляемые по формулам:
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Достоинством данных мер связи является их инвариантность относительно числа наблюдений и порядка нумерации категорий (градаций) признаков. Мера ψ в отличие от меры С позволяет обрабатывать таблицы с нулевыми ячейками. Мера logψ имеет более прозрачную интерпретацию, чем ψ: нулевое значение указывает на отсутствие связи между признаками.

Заметим, что меры связи Q и С удовлетворяют соотношению:
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Меры, основанные на статистике 
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Недостатком описанной выше статистики χ2 как меры связи между двумя номинальными признаками является то, что она принимает значения на бесконечном интервале [0, ∞) и ее значения трудно интерпретировать. Для устранения этого недостатка были предложены различные нормировки статистики χ2. Некоторые из полученных таким образом мер связи, имеющих содержательную статистическую, интерпретацию, приводятся ниже.

Коэффициент сопряженности: 
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Квадратный корень из среднего квадрата коэффициента сопряженности: 
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Мера связи Чупрова: 
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Мера связи Крамера: 
[image: image34.wmf]{
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Чем больше C, Ф, Т, V, тем теснее зависимость признаков 
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 и 
[image: image36.wmf]Y

 и тем точнее можно прогнозировать один из этих признаков по значениям другого.
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